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On considere :

des données (par exemple des images) (Xi,...,X,) € F,
i.i.d. de loi IP, a valeurs dans un espace de formes F;

un noyau symétrique positif k: F x F — R, normalisé,
(k(z,9) = k(y.2), Tijaik(aiz)a; >0, k(z,z)=1);
pour tout z € F la fonction K, =y — k(z,y) : F—> R;

le produit scalaire (K, K,) = k(z,y);

I'espace de Hilbert H complété de Vect{ K,z € F} pour ce
produit scalaire ;

le plongement ¥ =z — K, : § — H (construction de
Moore-Aronszajn).

Exemple type : F C RY,  k(z,y) = exp(—Allz — Z/HZ)-



Effet du choix du noyau :

e pour la classification : La regle linéaire dans H (introduite
par Vapnik sous le nom de Support Vector Machine)
{z € F:(z,0) >0}, ot € H, a une frontiere dont la
régularité dépend du choix de k ;

@ pour le clustering : le choix de k influence la décroissance
des valeurs propres de 'opérateur
y+— [(y,z)zdP(z) : H — H, dont les vecteurs propres vy
définissent une partition de F suivant la valeur de
argmaxg|(z, vg)|-
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Enjeux statistiques

Classification supervisée : on observe un échantillon étiqueté,
(X;, Y;), ou Y; € {—1,+1}. On souhaite relier '’erreur empirique

/]l((x,@)y <0)dP(z,y)

_ 12
ou P=— E d(x,,v,)» & son espérance /]1(<x,9>y < O)dIP(:c,y).
n 4 b 2
=1

Clustering : on souhaite relier I’énergie empirique dans la
direction § € H

e(0) = /(6,x>2dﬁ(x), et son espérance &(0) = /<H,w)2dIP(x).



Inégalités PAC-Bayésiennes pour la classification
d’aprés Langford, Shawe-Taylor, McAllester, C.

Technique de perturbation du parameétre 6 : on suppose pour le
moment que H = R?. On introduit la perturbation Gaussienne

dus B\ Ble—o) .
d9’(0):(277> exp( 5 ), 6 R".

Elle vérifie K (g, o) = /log(d,ug/d,u,o)d,u,g = §||9||2.




Fonction d’erreur perturbée :

x/B<fv,9>y>,

]

/]l((%g/)y < O)dﬂg(gl) _ 80<

ol ¢(a) = /a+oo(27r)_1/2 exp(—t?/2)dt

(S %exp(—a2/2), pour tout a > 0).



On prend un peu de marge :

J1(l217 @0y < 1)duo @)
= o[ VB(llzll ™ 2,00y~ 1)] > (= VB)1((z,0)y <0)
[1=o(VB)|1((x.0)y <0),

pour aboutir a

[1(t@0)y <0)aP(y) < [1-0(vA)]

< [1(lal a0y < 1) dpol8) dP(.y).

perturbation

erreur avec marge



Inégalité PAC-Bayésienne :

exp ([ 1800 )~ X(uo.p0) ) < [ exp[n(®)]cuo(®).

Donne

/exp{eseulé)d n [CDA (/]I[Hx\|_l<x,0’>y < 1]d]P(x,y))
= [ 11l 0 < 1) PG )] )
—K(Me,uo)}de <1,

ot ®)(p) = —A"tlog[l—p+pexp(—A)].



Avec probabilité au moins 1 — ¢, pour tout § € R?,
1.0y <0)dP(w.y) < [1-o(V/B)] !

X inf &} {/90 B(llz) = (z.6)y — 1)]dP(x,y)

AEA
N 51617 /2 +log (| Al /€) }
nA

<[t—o(vVA)] ™
2
X ;g’\@;\l{/@— ||$||—1<9,x>y)+d]P(x,y)+52Hﬂ\‘
)

nA

indépendamment de la dimension !



Estimation de 1’énergie

en cours ...

Résultat dépendant de la dimension :
Considérons ’approximation suivante de I'identité

—log(l—a+a?/2), 0<

I,Z)(a) = 10g(2), a >
—7/)(—@), a<

a <1,
L
0.

Soit e(#) la solution de

/¢(A[<x,e>2e(0)—1 ~1])dP(x) = 0.



En perturbant § comme précédemment et en utilisant le
changement de variable G/20, G—1/2x (qui laisse le produit
scalaire invariant), on obtient avec probabilité au moins 1 —e

sup [E(0)/e(0) — 1] <2(n+7),
9cR4\ {0}

ou

0= J 2D fogloyg + 4],

582k
=6y =4~
Y n

= ¢ J1G-172a1ap (@) 2 d = [lla V20 P dp(a),

K= sup{ /(x,9>4d]P(x),9 € ]Rd,/<x,9>2d]P(x) < 1}.



